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Un corrigé

I

1. (a) NotonsA = (aij)1≤i,j≤n etB = (bij)1≤i,j≤n. Posons C = AB = (cij)1≤i,j≤n etD = BA = (dij)1≤i,j≤n, avec

cij =
n∑

k=1

aikbkj et dij =
n∑

k=1

bikakj , donc :

Tr(AB) =
n∑

i=1

cii =
n∑

i=1

n∑
k=1

aikbki =
n∑

k=1

n∑
i=1

bkiaik =
n∑

k=1

dkk = Tr(BA).

(b) Soit P une matrice inversible telle que B = PAP−1. D’après la dernière propriété ci-dessus, la matrice
A = P−1(BP ) a même trace que BPP−1 = B.

(c) Notons A et B les matrices de u et v respectivement dans la base canonique de Cn, alors AB représente
l’endomorphisme u ◦ v et BA représente l’endomorphisme v ◦ u, donc d’après ce qui précède on a :

Tr(u ◦ v) = Tr(AB) = Tr(BA) = Tr(v ◦ u).

2. (a) Si A = (aij)1≤i,j≤n est triangulaire supérieure, alors le polynôme caractéristique de A est
n∏

k=1

(X − aaii),

donc les valeurs propres de A sont a11, a22, ..., ann.
(b) Si u nilpotent, il existe p ∈ N tel que up = 0. Le polynôme Xp est un polynôme annulateur de u. On sait

que toute valeur propre de u est incluse dans l’ensemble des racines d’un polynôme annulateur. La seule
valeur propre possible de u est donc 0.
Mais la matrice A de u dans la base canonique est trigonalisable, semblable à une matrice triangulaire
supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de u. Donc A est semblable à
une matrice T triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuls et donc le polynôme
caractéristique de u vautXn. La théorème de Cayley-Hamilton montre que un = 0 et donc u est nilpotent.

3. (a) On note L1, L1, . . . , Lp les lignes du déterminant de la matrice
1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λp
...

...
...

...
λp−11 λp−12 . . . λp−1p

 .

À la dernière ligne du déterminant V(λ1, . . . , λp), on ajoute une combinaison linéaire des lignes précé-

dentes du type Lp ← Lp +

p−1∑
i=1

αiLi. La valeur du déterminant n’a pas changé mais sa dernière ligne

s’écrit maintenant (P (λ1), ..., P (λp)) où P est un polynôme unitaire de degré p− 1. On choisit alors pour

P le polynôme P =

p−1∏
i=1

(X − λi) (qui est bien unitaire de degré p − 1). La dernière ligne s’écrit alors

(0, ..., 0, P (λp)) et donc
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λp
...

...
...

...
λp−11 λp−12 . . . λp−1p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
λ1 λ2 . . . λp−1 λp
...

...
...

...
...

λp−21 λp−22 . . . λp−2p−1 λp−2p

0 0 . . . 0 P (λp)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

En développant ce déterminant suivant cette dernière ligne, on obtient la relation de récurrence :

V(λ1, . . . , λp) = P (λp)V(λ1, . . . , λp−1) =

p−1∏
i=1

(λp − λi)V(λ1, . . . , λp−1).

En tenant compte de V(λ1) = 1, on obtient donc par récurrence

∀p ∈ N∗, ∀(λ1, λ2, ..., λp) ∈ Cp, V(λ1, λ2, ..., λp) =
∏

1≤i<j≤p
(λj − λi).

(b) Soit A la matrice de u dans la base canonique de Cn, la matrice A est semblable à une matrice T triangu-
laire supérieure dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de u.
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure dont les
coefficients diagonaux sont les produits des coefficients diagonaux. Par suite, pour tout entier k, T k est
une matrice dont les coefficients diagonaux sont nuls. Comme Ak et T k sont semblables, on a

∀k ∈ N∗,Tr(Ak) = Tr(T k) =

n∑
i=1

µki = 0.

où les µi, 1 ≤ i ≤ n sont les valeurs propres de u.
Supposons que u n’est pas nilpotent et qu’il possède p valeurs propres λ1, ..., λp deux à deux distincts,
d’ordre de multiplicité n1, ..., np. D’après ce qui précède on a les relations :

n1λ1 + n2λ2 + ...+ npλp = 0

n1λ
2
1 + n2λ

2
2 + ...+ npλ

2
p = 0

...
n1λ

p
1 + n2λ

p
2 + ...+ npλ

p
p = 0

Le système admet donc (n1, ..., np) comme solution non nulle (car u est supposé non nilpotent). On en
déduit que le déterminant de ce système est nul. Mais∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1 λ2 . . . λp
λ21 λ22 . . . λ2p
...

...
...

...
λp1 λp2 . . . λpp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(

p∏
i=1

λi

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λp
...

...
...

...
λp−11 λp−12 . . . λp−1p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(

p∏
i=1

λi

)
V (λ1, λ2, ..., λp)

On a donc abouti à une contradiction car les λi sont non nuls et distincts deux à deux. On en déduit que
u est nilpotent.

II

1. D’après le théorème de Cayley-Hamilton u est racine de son polynôme caractéristique, et comme ce polynôme
vaut X2 − Tr(u)X + detu, alors u2 − Tr(u)u+ detuIdE = 0.

2. De la relation u ◦ v − v ◦ u = u on obtient Tr(u) = 0, d’où u2 + det(u)IdE = 0. Si u est inversible alors
v−u−1 ◦ v ◦u = IdE , donc Tr(IdE) = Tr(v)−Tr(u−1 ◦ v ◦u) = 0 ce qui est absurde. Donc u n’est pas inversible
et par conséquent det(u) = 0. Ainsi u2 = 0.
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3. (a) Comme u 6= 0 il existe x0 ∈ E, non nul, tel que u(x0) 6= 0. La famille (u(x0), x0) est libre, en effet, si
αu(x0) + βx0, on appliquant u on obtient βu(x0) = 0 puis β = α = 0. Dans la base B = (u(x0), x0) la

matrice de u s’écrit
(
0 1
0 0

)
.

(b) Notons B =

(
x y
z t

)
la matrice de v dans la base B. La relation u ◦ v − v ◦ u = u est équivalent à

(
0 1
0 0

)(
x y
z t

)
−
(
x y
z t

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
ou encore (

z t
0 0

)
−
(
0 x
0 z

)
=

(
0 1
0 0

)
.

D’où z = 0, t = x+ 1, donc B =

(
λ a
0 λ+ 1

)
avec λ = x et a = y.

(c) D’après la question précédente v admet deux valeurs propres distinctes λ et λ + 1, donc v est diagonali-
sable. Soit donc C = (x1, x2) une base de vecteurs propres de v telle que v(x1) = λx1 et v(x2) = (λ+1)x2.

Si A =

(
a b
c d

)
= MatC (u), alors comme précédemment on obtient a = c = d = 0, donc A =

(
0 b
0 0

)
.

Considérons maintenant la base B′ = (y1, y2) avec y1 = bx1 et y2 = x2 ( b 6= 0 car u est non nul ). On a

u(y1) = u(bx1) = bu(x1) = 0 et u(y2) = u(x2) = bx1 = y1, donc la matrice de u dans la base B′ est
(
0 1
0 0

)
et celle de v dans la base de B′ est

(
λ 0
0 λ+ 1

)
.

4. (a) On note W =

(
a b
c d

)
la matrice de w dans la base B′. La relation u ◦ w − w ◦ u = u entraîne W =(

a b
0 a+ 1

)
.W s’écrit aussi sous la forme

(
λ 0
0 λ+ 1

)
+(a−λ)

(
1 0
0 1

)
+b

(
0 1
0 0

)
. D’oùw = v+αIdE+βu

avec α = a− λ et β = b.
(b) Si w est de la forme v + αIdE + βu, alors on peut vérifier facilement la relation u ◦ w − w ◦ u = u.

5. Si X =

(
a b
c d

)
est la matrice de l’endomorphisme x dans B′, on obtient a = c = d = 0 et donc x = bu.

III

1. On a u2 = u2 ◦ v − v ◦ u2 = u2 ◦ v − (u+ v ◦ u) ◦ u = u2 ◦ v − u2 − v ◦ u2, d’où u2 ◦ v − v ◦ u2 = 2u2. Montrons
donc par récurrence sur k ∈ N∗ que uk ◦ v − v ◦ uk = kuk.
On a kuk+1 = uk+1 ◦ v − u ◦ v ◦ uk = uk+1 ◦ v − (u + v ◦ u) ◦ uk = uk+1 ◦ v − uk+1 − v ◦ uk+1 et donc
uk+1 ◦ v − v ◦ uk+1 = (k + 1)uk+1.

2. La relation uk ◦ v − v ◦ uk = kuk montre que Tr(uk) = 0 pour tout k ∈ N∗. La question 3.b) de la première
partie, montre que u est nilpotent.

3. (a) • Soient k ∈ N et x ∈ E. x ∈ keruk ⇒ uk(x) = 0⇒ u(uk(x)) = 0⇒ x ∈ keruk+1. D’où

∀k ∈ N, keruk ⊂ keruk+1.

• Si kerup = kerup+1, on a déjà kerup+1 ⊂ kerup+2. Montrons que kerup+2 ⊂ kerup+1. Soit x ∈ kerup+2.
Alors up+1(u(x)) = 0 et donc u(x) ∈ kerup+1 = kerup. Donc, uk(u(x)) = 0 ou encore x est dans kerup+1.
On a montré que

kerup = kerup+1 ⇒ kerup+1 = kerup+2.

Donc on peut déduire que, ∀k ≥ p, keruk = kerup.
• La suite des noyaux itérés ne peut être strictement croissante pour l’inclusion car alors la suite des
dimensions de ces noyaux serait une suite strictement croissante d’entiers naturels, vérifiant par une
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récurrence facile dimkeruk ≥ k pour tout naturel k, et en particulier dimkerun+1 > dimE ce qui est
exclu.
Donc il existe un entier k tel que keruk = keruk+1. Soit p = min

{
k ∈ N

∣∣∣ keruk = keruk+1
}

.

(b) En considérant la restriction de u à Imuk, et en lui appliquant le théorème du rang, on a :

rg uk+1 = rg uk − dim
(
keru ∩ Imuk

)
ce qui implique dimkeruk+1 = dimkeruk + dim

(
keru ∩ Imuk

)
. D’où

dimkeruk < dimkeruk+1 ≤ dimkeruk + 1;

car keru ∩ Imuk ⊂ keru et dimkeru = 1. Donc dimuk+1 = dimuk + 1, et donc par récurrence dimuk = k
pour tout k ∈ [[1, p]].
Si q désigne l’indice de nilpotence de u, alors keruq−1 ( keruq = E, donc nécessairement q = p = n.

4. (a) D’après ce qui précède un = 0 et un−1 6= 0, soit donc x0 ∈ E tel que un−1(x0) 6= 0. Montrons que
B =

(
un−1(x0), u

n−2(x0), ..., u(x0), x0
)

est une base de E, et puisqu’il s’agit d’une famille à n éléments il
suffit de montrer que la famille est libre.
En effet, si α1u

n−1(x0) + α2u
n−2(x0) + ... + αn−1u(x0) + αnx0 = 0, alors en appliquant un−1 on obtient

αnu
n−1(x0) = 0 d’où αn = 0. Supposons donc αn = αn−1 = ... = αn−k = 0, donc si on applique un−k−2,

on obtient αn−k−1u
n−1(x0) = 0 et donc αn−k−1 = 0. Ainsi B =

(
un−1(x0), u

n−2(x0), ..., u(x0), x0
)

est une
famille libre, donc est une base de E.

(b) Les vecteurs un−1(x0), un−2(x0), ..., un−k(x0) appartient à keruk, de plus c’est une sous-famille d’une fa-
mille libre à k éléments et comme dimuk = k, alors il s’agit d’une base de keruk.

(c) Si x ∈ keruk, alors uk(v(x)) = kuk(x) + v(uk(x)) = 0, donc v(x) ∈ keruk. On a donc ∀k ∈ [[1, n]],
Vect

(
un−1(x0), u

n−2(x0), ..., u
n−k(x0)

)
stable par v, ce qui montre que la matrice de v dans la base B est

triangulaire supérieure.
5. (a) • On a u

(
un−1(x0)

)
= un(x0) = 0 et u

(
un−k(x0)

)
= un−k+1(x0) pour k ∈ [[2, n]]. D’où :

MatB(u) =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0


• Soit k ∈ [[1, n− 1]]. La k + 1-ème colonne de la matrice de v dans la base B est donnée par :

v
(
un−k−1(x0)

)
= a1,k+1u

n−1(x0) + a2,k+1u
n−2(x0) + ...+ ak,k+1u

n−k(x0) + ak+1,k+1u
n−k−1(x0).

En appliquant u et en utilisant le fait que un = 0, on obtient :

u ◦ v
(
un−k−1(x0)

)
= a2,k+1u

n−1(x0) + ...+ ak,k+1u
n−k+1(x0) + ak+1,k+1u

n−k(x0).

Mais u ◦ v = v ◦ u+ u, d’où :

v ◦ u
(
un−k−1(x0)

)
= a2,k+1u

n−1(x0) + ...+ ak,k+1u
n−k+1(x0) + (ak+1,k+1 − 1)un−k(x0).

ou encore

v
(
un−k(x0)

)
= a2,k+1u

n−1(x0) + ...+ ak,k+1u
n−k+1(x0) + (ak+1,k+1 − 1)un−k(x0).

Comme
v
(
un−k(x0)

)
= a1,ku

n−1(x0) + ...+ ak−1,ku
n−k+1(x0) + ak,ku

n−k(x0).
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Ainsi, par unicité de la décomposition d’un vecteur dans une base, ai,k = ai+1,k+1 pour tout i ∈ [[1, k− 1]]
et ak+1,k+1 = ak,k + 1 = a1,1 + k − 1 pour tout k ∈ [[1, n]]. Ainsi,

MatB(v) =


a1,1 a1,2 a1,3 . . . a1,n
0 a1,1 + 1 a1,2 . . . a1,n−1
...

...
. . . . . .

...
0 0 0 . . . a1,2
0 0 0 . . . a1,1 + n− 1


(b) D’après la question précédente v = v0 + a1,1IdE + a12u+ a1,3u

2 + ...+ a1,nu
n−1 = v0 + P (u) où P (X) =

n∑
i=1

a1,iX
i−1 ∈ Cn[X].

(c) v0 admet n valeurs propres distinctes, donc il est diagonalisable. Soit donc B′′ = (y1, y2, ..., yn) une base
de vecteurs de Cn formée de vecteurs propres de v0 telle que v0(yi) = (i− 1)yi pour tout i ∈ [[1, n]].
La relation u ◦ v0 − v0 ◦ u = u montre que v0(u(yi)) = (i − 2)u(yi), donc u(yi) est un vecteur propre
de v0 associé à la valeur propre i − 2 et comme les valeurs propres sont simples, alors u(yi) et yi−1 sont
colinéaires, donc pour chaque i ∈ [[1, n− 1]] il existe λi ∈ C tel que u(yi+1) = λiyi.
Pour i = 1, on a v0(y1) = −u(y1), mais −1 n’est pas une valeur propre de v0, donc u(y1) = 0. D’où la
matrice de u dans la base B′′.

MatB′′(u) =


0 λ1 0 . . . 0
0 0 λ2 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 0 . . . λn−1
0 0 0 . . . 0


6. On pose u = αu1 + βv1 et v =

v1
α

. On a :

u ◦ v − v ◦ u = (αu1 + βv1) ◦
v1
α
− v1
α
◦ (αu1 + βv1) (1)

= u1v1 +
β

α
v1 ◦ v1 − v1 ◦ u1 −

β

α
v1 ◦ v1 (2)

= u1 ◦ v1 − v1 ◦ u1 (3)
= αu1 + βv1 = u (4)

Donc le couple
(
αu1 + βv1,

v1
α

)
est bien une solution de l’équation u ◦ v − v ◦ u = u.

• • • • • • • • •
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