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Un corrigé
I

(a) Notons A = (aij)lgihjgn et B = (bij)lgi,jgn- Posons C = AB = (Cij)lgi,jgn etD = BA = (dij)lgi,jﬁnr avec

n
Cij = Z aikbkj et di]‘ = Z bikakj, donc :
k=1 k=1

Tr(AB) = Z Cig = Z Zaikbki = Z Z briaix = dek =Tr(BA).
=1 k=1

i=1 k=1 k=1 1i=1

(b) Soit P une matrice inversible telle que B = PAP~!. D’aprés la derniére propriété ci-dessus, la matrice
A = P'(BP) améme trace que BPP~! = B.

(c) Notons A et B les matrices de u et v respectivement dans la base canonique de C", alors AB représente
I'endomorphisme u o v et BA représente I'endomorphisme v o u, donc d’apres ce qui précede on a :

Tr(uowv) =Tr(AB) = Tr(BA) = Tr(v o u).
(a) Si A = (aij)i<i,j<n est triangulaire supérieure, alors le polyndme caractéristique de A est H(X — aq;,),

k=1
donc les valeurs propres de A sont ai1, az, ..., Gnn.

(b) Si u nilpotent, il existe p € N tel que u” = 0. Le polyndme X? est un polynéme annulateur de u. On sait
que toute valeur propre de u est incluse dans I'ensemble des racines d"un polyndéme annulateur. La seule
valeur propre possible de u est donc 0.

Mais la matrice A de u dans la base canonique est trigonalisable, semblable & une matrice triangulaire
supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de u. Donc A est semblable a
une matrice 7" triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuls et donc le polyndme
caractéristique de u vaut X". La théoreme de Cayley-Hamilton montre que u" = 0 et donc u est nilpotent.

(@) Onnote Ly, Ly, ..., L, les lignes du déterminant de la matrice

1 1 1

A1 A2 Ap

)\11’:_1 )\1‘2’:_1 N Ag.*l
A la derniére ligne du déterminant V(\y, ..., \,), on ajoute une combinaison linéaire des lignes précé-
-1
dentes du type L, < L, + pz a;L;. La valeur du déterminant n’a pas changé mais sa derniere ligne
s’écrit maintenant (P(\y), ..., i;%)\p)) ot P est un polyndme unitaire de degré p — 1. On choisit alors pour
p—1

P le polyndme P = H(X — i) (qui est bien unitaire de degré p — 1). La derniere ligne s’écrit alors
i=1
(0,...,0,P()\,)) et donc
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En développant ce déterminant suivant cette derniere ligne, on obtient la relation de récurrence :

p—1
VAL Ap) = POV, A1) = [ = M)V, A p).
=1

En tenant compte de V(A1) = 1, on obtient donc par récurrence

Vp € N*, V(A1 A, s Ap) € CP, VAL Az, Ap) = [T (O = M.
1<i<j<p

(b) Soit A la matrice de u dans la base canonique de C", la matrice A est semblable a une matrice 7" triangu-
laire supérieure dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de w.
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure dont les
coefficients diagonaux sont les produits des coefficients diagonaux. Par suite, pour tout entier k, T* est
une matrice dont les coefficients diagonaux sont nuls. Comme A* et 7" sont semblables, on a

Vk € N*, Tr(A¥) = Te(TF) = Z/% =0.

ot les p;, 1 <14 < n sont les valeurs propres de u.
Supposons que u n’est pas nilpotent et qu’il posséde p valeurs propres Ay, ..., A, deux a deux distincts,
d’ordre de multiplicité nq, ..., n,. D’aprés ce qui précede on a les relations :

niAL +nodo + ... + np)\p =0
A2 + nod3 + ... + n,,)\zzg =0
N +npAy 4 ..+ npAb =0

Le systeme admet donc (n1, ...,n,) comme solution non nulle (car u est supposé non nilpotent). On en
déduit que le déterminant de ce systeme est nul. Mais
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On a donc abouti a une contradiction car les \; sont non nuls et distincts deux a deux. On en déduit que
u est nilpotent.

II

D’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton u est racine de son polynome caractéristique, et comme ce polynome
vaut X2 — Tr(u) X + det u, alors u? — Tr(u)u + det uldz = 0.

De la relation w o v — v o u = u on obtient Tr(u ) 0, d’ott u® + det(u)Idg = 0. Si u est inversible alors
v—u"tovou=1Idg, donc Tr(Idg) = Tr(v) — Tr(u"' ovou) = 0 ce qui est absurde. Donc u n’est pas inversible
et par conséquent det(u) = 0. Ainsi u* = 0.
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(a) Comme u # 0 il existe 29 € E, non nul, tel que u(zp) # 0. La famille (u(z¢),xo) est libre, en effet, si
au(zg) + Szo, on appliquant v on obtient fu(zg) = 0 puis f = a = 0. Dans la base # = (u(zo), zo) la

. ,. .. {0 1
matrice de u s’écrit ( 0 0) .

(b) Notons B = (i ‘?) la matrice de v dans la base %. La relation u o v — v o u = u est équivalent a
01 yY (x y\ (0 1\ _ (0 1
0 0)\z t z t)J\0 0) \0 O
z t\ (0 z\ _ (01
00 0 z) \0 0)°

A a
0 AN+1

(c) D’apres la question précédente v admet deux valeurs propres distinctes A et A 4+ 1, donc v est diagonali-
sable. Soit donc ¢’ = (z1, z2) une base de vecteurs propres de v telle que v(z1) = Azy et v(x2) = (A+1)zo.

SiA= <Ccl b> = Maty (u), alors comme précédemment on obtient a = ¢ = d = 0, donc A = <O b).

8

ou encore

D’oﬁz-O,t—x+1,doncB—< )avec)\—xeta—y.

d 00
Considérons maintenant la base ' = (y1,y2) avec y; = bxy et yo = x5 (b # 0 car u estnon nul ). On a

u(yr) = u(bzy) = bu(x1) = 0 et u(yz) = u(xs) = bry = y;, donc la matrice de u dans la base %’ est (8 (1)>

et celle de v dans la base de %’ est A 0 .
0 2+1

(@) On note W = <Z Z) la matrice de w dans la base %'. La relation u o w — w o u = u entraine W =

a b PP . A 0 1 0 0 1 L
(0 a+1).Wsecntausswouslaforme <0 )\+1>+(a—>\) (O 1>—|—b <0 0>.Douw_v+aIdE—|—ﬁu

aveca=a— Aet 8 =b.
(b) Siw est de la forme v + aldg + Bu, alors on peut vérifier facilement la relation v o w — wou = u.

SiX = <Z Z) est la matrice de 'endomorphisme z dans %', on obtient a = ¢ = d = 0 et donc = = bu.

III

Onauw?=u?ov—vou?=v?ov—(u+vou)ou=u?>ov—u?—vou? doiu

donc par récurrence sur k € N* que "

26v —vou? = 2u? Montrons

ov—vouf = kuF.

On a kuftt = vkt o —wovouf = uF M ov — (u+vou)ouf = w1 ov — w1 — v our! et donc
uF o —vouftt = (k4 1)uF .
La relation u* o v — v o u* = ku* montre que Tr(u*) = 0 pour tout & € N*. La question 3.b) de la premiére

partie, montre que u est nilpotent.
(a) eSoientk € Netz € E. z € keru® = u*(z) = 0 = u(u¥(z)) = 0 = = € keru*1. D’ox

Vk € N, keru® C ker vt

e Si keru? = keru?!, on a déja ker v C ker uP*?. Montrons que ker uP*? C ker u? . Soit = € ker uP 2.
Alors wP™ (u(x)) = 0 et donc u(z) € keru”?™! = keru”. Donc, u*(u(z)) = 0 ou encore z est dans ker uP*1,
On a montré que

ker uP = ker uPt! = ker uPt! = ker uPt2.

Donc on peut déduire que, Vk > p, ker u® = ker uP.
e La suite des noyaux itérés ne peut étre strictement croissante pour l'inclusion car alors la suite des
dimensions de ces noyaux serait une suite strictement croissante d’entiers naturels, vérifiant par une



(a)

(b)
(©)

k +1

récurrence facile dimker«” > k pour tout naturel k, et en particulier dimker v"™" > dim E ce qui est
exclu.

Donc il existe un entier k tel que ker u* = ker u**!. Soit p = min { keN ’ ker u® = ker uF*1 }

En considérant la restriction de u a Tm ", et en lui appliquant le théoréeme du rang, on a :

rguft! = rgu® — dim (ker u N Im uk>
ce qui implique dim ker Pt = dim ker v* + dim (ker u N Im uk) D’ou

dimker ¥ < dimker «**! < dim ker v* + 1;

car ker u N Imu* C keru et dimker u = 1. Donc dim «*™! = dim " 4 1, et donc par récurrence dim v* = &
pour tout £ € [1, p].

Si g désigne 'indice de nilpotence de u, alors ker u?™t C keru? = FE, donc nécessairement ¢ = p = n.
D’aprés ce qui précéde u™ = 0 et u" ' # 0, soit donc g € E tel que u" '(z9) # 0. Montrons que
B = (u""(z0),u" *(20), ..., u(x0), T0) est une base de E, et puisqu'il s’agit d’une famille a n éléments il
suffit de montrer que la famille est libre.

En effet, si alu"_l(xg) + agu”_z(:co) + ... + ap—qu(z) + apxo = 0, alors en appliquant w1 on obtient
anu”_l(xo) = 0 d’ott v, = 0. Supposons donc o, = ap—1 = ... = o = 0, donc si on applique u" k2
on obtient a,_;_1u" " (z9) = 0 et donc a,—_1 = 0. Ainsi Z = (u" ! (20), u" *(20), .., u(20), 7o) est une
famille libre, donc est une base de E.

Les vecteurs u" 1 (zg), u"2(x), ..., u" *(z0) appartient a ker u*, de plus c’est une sous-famille d’une fa-
mille libre a k éléments et comme dim «* = k, alors il s’agit d'une base de ker u®.

Si z € keru®, alors u*(v(z)) = kuf(x) + v(uf(z)) = 0, donc v(z) € keru®. On a donc Vk € [1,n],
Vect <u”_1(:1;0), u""%(xp), ..., u”_k(azo)> stable par v, ce qui montre que la matrice de v dans la base % est

triangulaire supérieure.

(@) eOnawu (u" '(z0)) = u"(v0) =0etu (u”fk(x0)> = 4" F L (20) pour k € [2,n]. D'oi1 :

01 0 0
0 0 1 0
Mat,@(u) =1: : . .o
00 0 ... 1
0 0 O 0

e Soit k € [1,n — 1]. La k 4 1-eme colonne de la matrice de v dans la base % est donnée par :

v (un—k—l(;po)) = ay g1 N (20) + ag g1t A (@0) + o+ ap g1t (20) + a1 priu™ P (20).

En appliquant u et en utilisant le fait que v" = 0, on obtient :

n—k:-i—l(

uow <un_k_1($0)) = ag p41u" " (20) + oo + Qg pi1U 20) + g1 g1t F (o).

Maisuwov =vowu+u,dol:

n—k+1( n—k(

vou (Un_k_l(ﬂfo)> = ag k10" H(20) + oo + Qp iU 7o) + (ap41h+1 — 1) u" " (20).

Oou encore
v (un_k(%)) = ag 1" (20) + o+ a1t T (@0) + (apprper — 1w (20).

Comme
v (un*k(:vo)) = aypu" " (@0) + o + a1 (w0) + ag g (o).

4



Ainsi, par unicité de la décomposition d’un vecteur dans une base, a; ;, = a;4+1 +1 pour tout i € [1,k — 1]
et apy1k+1 = apr +1=a11 +k — 1 pour tout k € [1,n]. Ainsi,

a1 ai,2 a3 ... a1n
0 a1.1 +1 a2 ... a1,n—1
Maty(v) = : : - . :
0 0 0 e al’g
0 0 0 ... a;n+n—1

(b) D’apres la question précédente v = vg + a1,11dg + a1ou + a173u2 + ...+ a17nu”*1 =9+ P(u)ou P(X) =

n

Zal,iXiil S (Cn[X]
i=1

(c) vop admet n valeurs propres distinctes, donc il est diagonalisable. Soit donc #” = (y1,ya, ..., yn) une base
de vecteurs de C" formée de vecteurs propres de v telle que vo(y;) = (i — 1)y; pour tout i € [1,n].
La relation u o vg — vg o u = w montre que vo(u(y;)) = (i — 2)u(y;), donc u(y;) est un vecteur propre
de vg associé a la valeur propre i — 2 et comme les valeurs propres sont simples, alors u(y;) et y;—1 sont
colinéaires, donc pour chaque i € [1,n — 1] il existe \; € C tel que u(yi+1) = Aiy;.
Pour i = 1, on a vo(y1) = —u(y1), mais —1 n’est pas une valeur propre de vy, donc u(y;) = 0. D’ot la
matrice de u dans la base %" .

0 M O 0
0 0 X 0
Maty: (u) =
0 0 0 ... A1
O 0o 0 ... 0
6. Onposeu:au1+ﬁvletv:E.Ona:
o
V1 V1
uov—vou = (au;+ pvy)o— — —o(au;+ fvr) (1)
« o
= Uv1 + —v1 0V —V1o0U] — —V1 OV1 (2)
« o
= U1 0V1 —V1OU (3)
= auy+pPvi=u 4)

v . . 72 .
Donc le couple (au1 + B, —1) est bien une solution de 1'équation u o v — v o u = w.
«



